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We define three classes of quasi-kernels for a directed graph. As a consequence, weshow the 
existence of quasi-kernels in every progressively finite graph and in every locally finite graph, 
generalizing the result of Chv~ital nd Lov~tsz which deals with the finite case. Our method 
shows that the problem of finding a quasi-kernel in a finite digraph and the problem of finding 
the unique kernel of an acircuitic finite digraph ave the same algorithmic complexity. 
1. Introduction 
Nous ne consid6rons que des graphes orient6s sans boucles ni arcs multiples. 
Un graphe dont aucun sommet n'est l'origine d'un chemin infini est dit 
progressivement fini. Lorsque tout sommet d'un graphe a un nombre fini de 
successeurs (resp. de pr6d6cesseurs), le graphe est dit localement fini ?~ droite 
(resp. fi gauche). 
Le sous-graphe orient6 d'un graphe G = (X, U) engendr6 par une partie A ~ X 
est not6 G[A]. On pose G-(A)  = {x e X I x a un successeur dans A}. Un noyau 
de G est une partie N~_X qui est a la fois stable (i.e., G-(A)NA = 0) et 
absorbante (i.e., G-(A)  U A = X). La notion de noyau est importante n Th6orie 
des Jeux: Von Neumann et Morgenstern [4] ont montr6 
Th6or~me 1.1 ([4]). Tout graphe progressivement fini et sans circuit posslrde un 
noyau et un seul. 
Bry [1], utilisant un argument de compacit6, a montr6 
Th6or~me 1.2 ([1]). Tout graphe localement fini it droite et sans circuit a un 
noyau. 
L'existence d'un noyau n'est pas garantie pour les graphes sans circuit 
localement fini ~ gauche (cf. [3]), ni pour les graphes avec circuits. Une partie 
Q ~ X est appel6e un quasi-noyau d'un graphe G = (X, U) si Q est stable et si on 
a Q u G- (Q)  U G- (G- (Q) )  = X. Chvatal et Lovasz [2] ont montr6 
Th6or~me 1.3 ([2]). Tout graphe fini poss~de un quasi-noyau. 
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Nous d6finissons trois classes de quasi-noyaux dans un graphe fini ou infmi, 
not6es M, ~ et c~. Nous montrerons que ces classes ne sont pas vides dans le cas 
d'un graphe progressivement fini ou d'un graphe localement fini ~ droite. Ceci 
g6n6ralise la r6sultat de Chvfital et Lovfisz ci-dessus au cas infini. Nos m6thodes 
fournissent des algorithmes rapides pour engendrer un quasi-noyau dans un 
graphe fini. 
2. Quasi-noyaux d'un graphe 
L'ensemble des noyaux (resp. des quasi-noyaux) d'un graphe G = (X, U) sera 
d6sign6 par N(G) (resp. ~(G)). On d6signera par ~(G) l'ensemble des partitions 
{ U1, U2} de U telles que les graphes (V,/./1) et (V, U2) soient tous les deux sans 
circuits. Notons que ~(G)4= t~. En effet, soit ~< une relation de bon ordre sur X 
(nous admettons l'axiome du choix). Soient /31 = {(x, y) e U [x <y} et U2 = 
{(x, y) e U[x  >y}. On voit facilement que {El, E2} e ~(G). 
Pour toute partition :r = {U1, U2} e ~(G) on pose G1 = (X,/31) et G2 = (X,/32). 
L'ensemble ~¢(G, ~t) est d6fmi par: 
~(G, zr)= I,_J W(G2[AI). (2.1) 
A~.M(G1) 
Lemme 2.2. Pour tout :r ~ ~(G), on a: ~(G,  :r) ~_ .~(G). 
D6monstration. Avec les notations pr6c6dentes, soit Q e~t(G, :r), et soit 
A ~ N(G1) tel que Q e N(G2[A]). L'ensemble Q est stable ~ la fois darts G1 et 
dans G2, done est stable dans G. Soit x e X \  Q. Six e A, comme Q est un noyau 
de G2[A], le sommet x a un successeur dans Q. S ix  ~ X\A ,  le sommet x a un 
successeur y dans A car A est un noyau de G1. Le sommet y a, par rargument 
pr6c6dent un successeur dans Q. Ceci montre que Q est un quasi-noyau de 
G. [] 
Th6or~me 2.3. Soit Gun graphe progressivement fini. Alors G a un quasi-noyau. 
D6monstralion. D'apr~s le Lemme 2.2, il suflit de montrer que M(G, :r) est non 
vide, pour toute partition ~t e ~(G). Comme tout graphe partiel d'un graphe 
progressivement fini est encore progressivement fini, le Th6or~me 1.1, appliqu6 
deux lois, implique l'existence d'un noyau A de G1, puis d'un noyau Q de 
G2[A]. [] 
Ce th6or~me gen6ralise le Th6or~me 1.3 de Chvfital et Lov~isz cit6 dans 
l'introduction. Un argument similaire (appliquant deux lois le Th6or~me 1.2 de 
Bry) m~ne/i une seconde g6n6ralisation: 
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Th6or~me 2.4. Soit G un graphe localement fini ~ droite. Alors G a un 
quasi-noyau. 
Posons s~(G) = U=,,~,(6) ,~(G, ~). Le Lemme 2.2 montre que ~(G)  ~_ ~(G). 
Cette inclusion peut ~tre stricte, comme le montre en Fig. 1, oft l'on volt 
facilement que {1, 2, 3} e .~(G)\~(G). 
Remarque 2.5. Certains graphes infmis ne poss6dent aucun quasi-noyau. C'est le 
cas par exemple du graphe (N, {(x, y) e N x N I x <y}). D'autres exemples plus 
sophistiqu6s (o6 chaque sommet a au plus deux pr6d6cesseurs) peuvent ~tre 
obtenus & partir des graphes ans circuits et sans noyaux construits par E. MiMer 
et R. Woodrow [3]. 
Nous allons maintenant d6fmir deux sous-classes de zd. Soient G = (X, U) xm 
graphe et A ~_ X. On dit que A est acircuitique si G[A] est un graphe sans circuits. 
~(G) = {Q I (:IA) A est un absorbant acircuitique t Q est un 
noyaU de G[A])}. 
c¢(G) = {Q I (:IA) A est un acircuitique maximal et Q est un noyau 
de c[x])}. 
II est clair que tout acircuitique maximal est absorbant. En particulier Cg(G) ~_ 
~(G). L'existence d'un acircuitique maximal r6sulte du lemme de Zorn. En 
utilisant le Th~or~me 1.1 de Von Neumann et Morgenstern ou le Th6or~me 1.2 
de Bry, on voit facilement que ~(G) :/: ~ pour tout graphe progressivement fini et 
pour tout graphe localement fini & droite. 
l['a6or~me 2.6. Soit Gun graphe. On ales inclusions rg(G) ~_ ~(G) ~_ ~(G) c_ 
2(6). 
D6moustration. I1 sufi~t de, ~ montrer l'inclusion ~(G) _~ ~(G) .  Soit G - (X, U) 
un graphe, soit Q e ~(G) et soit A un absorbant acircuitique tel que Q soit un 
noyau de G[A]. Soit {U', U"} e ~(G[X\A]). On pose: 
UI = U 'U  {(x, y )e  U[x eX\A  ety cA}, 
U2-  U"U {(x, y) E U I x eA  }. 
Fig. 1. 
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Fig. 2. 
On voit facilement que {U1, U2} e @(G). Montrons que A est un noyau de 
G1 = (X,/-/1): clairement A est stable dans Gx; puisque A est absorbant dans Get  
que G1 contient ous les arcs de X\A  ~ A,  l'ensemble A est aussi absorbant dans 
(71. Ceci montre Q e ~(G,  :~) c ~(G)  of 1 :~ = { U1, U2}. [] 
3. Remarques fmales 
Remarque 3.1. Les inclusions du th6or~me pr6c6dent peuvent ~,tre strictes: pour 
le graphe de la Fig. 2 on a {1, 2} e ~(G) \  ~(G) et pour le graphe de la Fig. 3 on 
a {1} e ~(G)k~(G) .  
Remarque 3.2. Darts le cas d'un graphe fini, on peut formuler des algorithmes 
rapides pour trouver des quasi-noyaux clans chacune des classes ~t, ~,  ~. En 
particulier le probl~me de trouver un quasi-noyau de la classe ~ est ramen6 en 
temps lin6aire ~ celui de trouver un noyau darts un graphe sans circuit, ce qui est 
algorithmiquement simple. 
Remarqne 3.3. On peut voir que la classe des quasi-noyaux des graphes finis 
construite par Chv~ital et Lov~tsz [2] coincide avec la classe ~l que nous avons 
d6finie plus haut. 
Remarque 3.4. Un graphe est dit noyau-parfait si tout sous-graphe induit a un 
noyau. Les graphes finis acircuitiques sont noyau-parfaits. La condition 
"acircuitique" dans les d6firdtions des classes ~t, @, cg peut 8tre relax6e en la 
condition "noyau-parfait". Les classes ~t', @', ~', obtenues par dette relaxation 
contiennent respectivement les classes ~t, @, c¢ et on a ~t' c_ ~ '  _~ ~'  c_ ~. Toutes 
les inclusions mentionn6es peuvent ~tre strictes. 
Fig. 3. 
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